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KUTATA´SI ZA´RO´JELENTE´S
Kva´ziloka´lis megfigyelheto˝ mennyise´gek e´s az a´ltala´nos relativita´selme´let kanonikus szerkezete
T 042531
A jelen pa´lya´zat kerete´ben ve´gzett kutata´saink az elo˝zo˝, a T 016246 e´s T 030374 sza´mu´ projektjeinkben
elkezdett ill. folytatott kutata´saink szerves folytata´sa´t ke´pezte´k. A itt felva´zolt hosszabb ta´vu´ kutata´si
program a K 67790 sza´mu´, 2007–2011 futamideju˝ OTKA pa´lya´zatunk kerete´ben folytato´dik.
A konkre´t kutata´si tervben ne´gy nagyobb, de egyma´ssal szorosan o¨sszefu¨ggo˝ proble´mako¨rt, mint kutata´si
teru¨letet jelo¨ltu¨nk meg:
1. A kva´ziloka´lis megfigyelheto˝ mennyise´gek, ku¨lo¨no¨sen az impulzusmomentum szerepe´nek a vizsga´lata e´s
e mennyise´gek kapcsolata az elme´let (kva´ziloka´lis) Hamilton formalizmusa´val;
2. A gravita´cio´s e´s anyagi suga´rza´si mo´dusok kva´ziloka´lis e´rtelmeze´se e´s jellemze´se;
3. A Chern–Simons funkciona´l szerepe´nek a vizsga´lata az Einstein elme´let kanonikus formalizmusa´ban;
4. A felmeru¨lo˝ ill. kapcsolo´do´ matematikai, geometriai proble´mak tiszta´za´sa.
I´gy ce´lszeru˝nek la´tszik ennek megfelelo˝en csoportos´ıtani a projekt kerete´ben ele´rt kutata´si eredme´nyeinket
is.
Kutata´si eredme´nyek:
1. Kva´ziloka´lis megfigyelheto˝/megmarado´ mennyise´gek az a´ltala´nos relativita´selme´letben
•
Az [1] publika´cio´ a Max Planck Society a´ltal megjelentetett “Living Reviews in Relativity” c. elektronikus
folyo´irat felke´re´se´re az a´ltala´nos relativita´selme´let kva´ziloka´lis megmarado´ e´s megfigyelheto˝ mennyise´geiro˝l e´s
azok alkalmaza´sairo´l ı´rt kritikai o¨sszefoglalo´. Ebben a´ttekintju¨k a megfigyelheto˝ mennyise´gek bevezete´se´nek
az a´ltala´nos kereteit, diszkuta´ljuk a nehe´zse´gek gyo¨kere´t e´s bemutatjuk a szu¨kse´ges matematikai tech-
nika´kat e´s eszko¨zo¨ket. Egyse´ges szempontok szerint re´szletesen diszkuta´ljuk az irodalomban eddig meg-
jelent kva´ziloka´lis energiaimpulzus e´s impulzusmomentum kifejeze´seket, azok alkalmazhato´sa´ga´t e´s az eset-
leges nehe´zse´geket. A te´mako¨r teljes a´ttekinte´se´n tu´l a dolgozat sza´mos u´j, az irodalomban nem publika´lt
eredme´nyt, e´szreve´telt is tartalmaz. Bibliogra´fia´ja csaknem teljesenek mondhato´.
A dolgozattal kapcsolatos szerkeszto˝i elva´ra´s annak az adott ta´rgyko¨rben megjelent u´j eredme´nyekkel
valo´ folyamatos, de legala´bb ke´te´vente to¨rte´no˝ friss´ıte´se. (A dolgozat etto˝l “living”.) Utolso´ friss´ıte´se 2005-
ben volt. A megjelene´se o´ta eltelt 3 e´vben to¨bb mint 80 fu¨ggetlen hivatkoza´st kapott.
•
Terme´szetes elva´ra´s, hogy minden e´rtelmes gravita´cio´s energiaimpulzus e´s impulzusmomentum kifejeze´s (a
gravita´cio´mentes viszonyokat reprezenta´lo´) Minkowski te´rido˝ben ze´rus e´rte´ket adjon.
A [2] dolgozatban megmutattuk, hogy a M. Liu e´s S.-T. Yau a´ltal javasolt kifejeze´s pozit´ıv gravita´cio´s
energia´d ad bizonyos Minkowski te´rido˝beli za´rt felu¨letekre. Hasonlo´an, a Minkowski te´rido˝ben bizonyos
go¨mbszimmetrikus felu¨letekre a Brown–York energia (e´s ennek tova´bbi ha´rom mo´dos´ıta´sa) lehet szigoru´an
negat´ıv is. I´gy e kifejeze´sek fizikai jelento˝se´ge megke´rdo˝jelezheto˝.
•
A fizika nevezetes megmarado´ mennyise´gei a´ltala´ban az adott diszcipl´ına kanonikus, hamiltoni megfogal-
maza´sa´ban is bevezetheto˝k. Ismert, hogy aszimptotikusan s´ık te´rido˝kben a teljes te´rido˝ho¨z rendelt teljes
energiaimpulzus e´s impulzusmomentum is bevezetheto˝ az Einstein elme´let kanonikus megfogalmaza´sa´ban
mint a “korrekt” Hamilton fu¨ggve´ny e´rte´ke megfelelo˝ genera´torok va´laszta´sa mellett (la´sd me´g a ko¨vetkezo˝
ke´t pontot). I´gy terme´szetes ige´ny, hogy a te´rido˝ ve´ges, de kiterjedt tartoma´nyaihoz rendelt kva´ziloka´lis
mennyise´gek is rendelkezzenek ilyen hamiltoni interpreta´cio´val.
[3]-ban a vakuum a´ltala´nos relativita´selme´let kanonikus formalizmusa´ban a kva´ziloka´lisan a kanonikus
va´ltozo´kra kirovando´ peremfelte´teleket vizsga´ltuk. Megmutattuk, hogy a 2 dimenzio´s felu¨letelem ro¨gz´ıte´se,
mint peremfelte´tel ma´r biztos´ıtja a ke´nyszerek e´s az alap Hamilton fu¨ggve´nyek kanonikus va´ltozo´k szerin-
ti funkciona´lderiva´lhato´sa´ga´t e´s Poisson algebra´va´ za´ro´da´sa´t. Az evolu´cio´s egyenletek e peremfelte´teleket
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mego˝rzik, s az alap Hamilton fu¨ggve´ny e´rte´ke jo´l definia´lt, Lorentz kovaria´ns e´s gauge invaria´ns megfigyelheto˝
mennyise´get definia´l. A te´rszeru˝ ve´gtelenben aszimptotikusan s´ık te´rido˝kben e megfigyelheto˝ mennyise´gek
a teljes te´rbeli impulzusmomentumra, ill. mind a staciona´rius mind a tengelyszimmetrikus te´rido˝kben a jo´l
ismert standard kifejeze´sekre reduka´lo´dnak.
E cikk bekeru¨lt a Classical and Quantum Gravity folyo´irat “Research highlights from 2005 and 2006”
va´logata´sa´ba.
•
A [4] dolgozatban a te´rszeru˝ ve´gtelenben aszimptotikusan s´ık te´rido˝k kanonikus szerkezete´nek a vizsga´lata
sora´n megmutattuk, hogy az Einstein elme´let Beig–O´ Murchadha Hamilton fu¨ggve´nye´vel definia´lt to¨megko¨-
ze´ppont nem megmarado´, e´s a te´rbeli impulzusmomentummal egyu¨tt nem alkot az elva´rt relativisztikus
transzforma´cio´s tulajdonsa´gokkal rendelkezo˝ antiszimmetrikus Lorentz tenzort. Ezt korriga´lando´ olyan
to¨megko¨ze´ppont kifejeze´st javasoltunk, ami ma´r megmarado´ e´s a te´rido˝beli aszimptotikus Poincare´ tran-
szforma´cio´k sora´n a korrekt mo´don transzforma´lo´dik.
[5]-ben tova´bb vizsga´ltuk a [4]-ben tala´lt megmarado´ to¨megko¨ze´ppont-kifejeze´st. Megmutattuk, hogy
aszimptotikus Poincare´ transzforma´cio´k sora´n e to¨megko¨ze´ppont a te´rbeli impulzusmomentummal egyu¨tt
e´pp a korrekt mo´don transzforma´lo´dik nem csak a te´rido˝ben, hanem a gravita´cio´s fa´ziste´rben is.
[5] a “Mathematical Relativity: New Ideas and Developments” c. 319. WE-Heraeus Szemina´riumon
(Bad Honnef, Ne´metorsza´g, 2004. ma´rc. 1–5) tartott megh´ıvott plena´ris elo˝ada´sunk anyaga.
•
A gravita´cio´s suga´rza´s a´ltal a lokaliza´lt forra´sbo´l elvitt impulzusmomentum sza´mola´sa´hoz az impulzus-
momentum kifejeze´snek jo´l definia´ltnak kell lenni az aszimptotikusan s´ık te´rido˝ fe´nyszeru˝ ve´gtelenje´ben
is; tova´bba´ a ku¨lo¨nbo¨zo˝ retarda´lt ido˝pillanatokban “me´rt” impulzusmomentumok o¨sszehasonl´ıthato´k kell
legyenek. Sajnos az irodalomban megtala´lhato´ “klasszikus” impulzusmomentum-kifejeze´s nem jo´l definia´lt
(“gauge”-fu¨ggo˝) e´s az a´ltala a ku¨lo¨nbo¨zo˝ retarda´lt ido˝pillanatokhoz rendelt impulzusmomentumok terme´sze-
tes mo´don nem hasonl´ıthato´k o¨ssze (“szupertranszla´cio´s ambiguita´s”).
Az impulzusmomentum fe´nyszeru˝ ve´gtelenben valo´ e´rtelmeze´se´nek az alapja lehet a ma´r fent bemu-
tatott kva´ziloka´lis hamiltoni anal´ızis. Ba´r staciona´rius te´rido˝kben a fenti kva´ziloka´lis kifejeze´s fe´nyszeru˝
ve´gtelenbeli limesze a standard impulzsusmomentumot adja, kimeno˝ gravita´cio´s suga´rza´s jelenle´te´ben az
me´g egy hata´rozatlan fu¨ggve´nyt tartalmaz.
A [6] publika´cio´ban megmutattuk, hogy az aszimptotikusan s´ık te´rido˝k suga´rza´si tartoma´nya´ban a
nagy go¨mbo¨ko¨n e´rtelmezett Dirac opera´tor saja´tspinorai hogyan haszna´lhato´k fel a fenti ambiguita´sok
kiku¨szo¨bo¨le´se´re, e´s a kva´ziloka´lis hamiltoni anal´ızis a´ltal specifika´latlanul hagyott fu¨ggve´ny ro¨gz´ıte´se´re.
Konre´tan, megmutattuk, hogy a metrikus go¨mbo¨n a Dirac opera´tor legkisebb saja´te´rte´ke´hez tartozo´ saja´tspi-
norokbol fele´pu¨lo˝ ha´rom linea´risan fu¨ggetlen vektormezo˝ e´pp a go¨mb ha´rom forga´s-Killing vektora, ami
leheto˝ve´ teszi aszimptotikusan s´ık te´rido˝ suga´rza´si tartoma´nyaiban a gravita´cio´s impulzusmomentum egy
gauge invaria´ns bevezete´se´t, e´s a gravita´cio´s suga´rza´s a´ltal a rendszerbo˝l elvitt impulzusmomentum sza´mo-
la´sa´t.
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2. A gravita´cio´s e´s anyagi suga´rza´si mo´dusok kva´ziloka´lis e´rtelmeze´se e´s jellemze´se
’t Hooft u´n. holografikus hipote´zise szerint egy za´rt 2 dimenzio´s felu¨lettel ko¨ru¨lza´rt rendszer a´llapota´t
kell tudnunk jellemezni a kiza´ro´lag a felu¨leten e´rtelmezett szabadsa´gi fokok seg´ıtse´ge´vel, e´s a felu¨leten az
informa´cio´su˝ru˝se´g nem lehet nagyobb mint 1 bit/Planck-felsz´ın.
A [7] dolgozatban a hografikus hipote´zis egy u´j matematikai megfogalmaza´sa´t javasoltuk, e´s megmu-
tattuk, hogy ezen u´j alak klasszikus fizikai verzio´ja Minkowski te´rido˝ben bizony´ıthato´. Konkre´tan, meg-
mutattuk, hogy (kompakt, fe´legyszeru˝ gauge csoportok esete´n) a ze´ro´ kva´ziloka´lis to¨megu˝ Yang–Mills e´s
Higgs terek rendre pontosan a (tiszta suga´rza´st le´ıro´) pp-hulla´m ill. s´ıkhulla´mmegolda´sok. Olyan teljesen
szimmetrikus 2s indexu˝ tenzormezo˝t e´s belo˝le fele´pu¨lo˝ kva´ziloka´lis megfigyelheto˝ mennyise´get konstrua´ltunk,
amellyel tetszo˝leges s spinu˝ linea´ris, ze´ro´ nyugalmi to¨megu˝ spinormezo˝k (pl. a Minkowski te´rido˝ gravita´cio´s
perturba´cio´i) ze´ro´ ill. pp-hulla´m jellege egye´rtelmu˝en jellemezheto˝. Megmutattuk, hogy a fenti mezo˝k pp-
hulla´m konfigura´cio´i egye´rtelmu˝en jellemezheto˝k 2-felu¨leti adatok seg´ıtse´ge´vel is. Bebizony´ıtottuk, hogy e
konfigura´cio´k az o¨sszes spinormezo˝ tere´ben su˝ru˝ alteret hata´roznak meg.
E cikku¨nk “annak u´jszeru˝se´ge, jelento˝se´ge e´s a jo¨vo˝beni kutata´sokra gyakorolt potencia´lis hata´sa miatt”
bekeru¨lt az IOP Publishing e´s az Institute of Physics u´n. “IOP Select”, e´s a Classical and Quantum Gravity
folyo´irat “Research highlights from 2004 and 2005” va´logata´sa´ba.
[7] L. B. Szabados, Quasi-local holography and quasi-local mass of classical fields in Minkowski spacetime,
Class. Quantum Grav. 22 855–878 (2005), arXiv: gr-qc/0411148
3. A Chern–Simons funkciona´l szerepe´nek a vizsga´lata az Einstein elme´let kanonikus formalizmusa´ban
Egy kora´bbi dolgozatunkban megmutattuk, hogy a va´kuum Einsten elme´let ido˝fejlo˝de´se´t genera´lo´ u´n. hamil-
toni ke´nyszer egyszeru˝ Poisson za´ro´jele a ha´rom dimenzio´s te´r te´rfogata´nak e´s a gravita´cio´s va´ltozokbo´l
fele´pu¨lo˝ Chern-Simons funkciona´lnak.
A [8] dolgozatban ezt az eredme´nyt terjesztettu¨k ki a csatolt Einstein-Yang-Mills-Higgs rendszerekre
kozmolo´giai a´llando´ jelenle´te´ben. Konkre´tan, megmutattuk, hogy a fa´ziste´rben az ido˝fejlo˝de´se´t genera´lo´
hamiltoni ke´nyszer egyszeru˝ Poisson za´ro´jele a ha´rom dimenzio´s te´r te´rfogata´nak e´s egy olyan dimenzio´tlan
fu¨ggve´nynek, ami az anyagmezo˝k energiasu˝ru˝se´ge´nek e´s a gravita´cio´s va´ltozokbo´l fele´pu¨lo˝ Chern-Simons
funkciona´lnak egy kifejeze´se. E kifejeze´s egy ko¨vetkezme´nye, hogy a gravita´cio´ kanonikus kvantumelme´lete-
iben bevezetett te´rfogatopera´tor saja´ta´llapotai nem felte´tlenu¨l fizikai a´llapotok.
[8] L. B. Szabados, A note on the Hamiltonian constraint in canonical GR, arXiv:0711.4009 [gr-qc]
4. A felmeru¨lo˝ ill. kapcsolo´do´ matematikai, geometriai proble´mak tiszta´za´sa
Az a´ltala´nos relativita´selme´let u´n. tetra´dformalizmusa´ban csak akkor vezetheto˝k be egy adott za´rt, ira´ny´ıt-
hato´ te´rszeru˝ S felu¨lethez rendelt szoka´sos megmarado´ mennyise´gek, ha bizonyos globa´lis topolo´giai felte´telek
teljesednek. Nevezetesen, ha az ortonorma´lt Lorentz- e´s a spin ba´zis nyala´b globa´lisan trivializa´lhato´ az S
felu¨letre valo´ visszahu´za´sa uta´n; tova´bba´ az S felu¨leten bizonyos gauge felte´telek csak akkor ro´hato´k ki, ha
e nyala´bok globa´lis trivializa´lhato´sa´ga mellett ba´rmely ke´t globa´lis ba´zismezo˝ egyma´ssal homoto´p.
[9]-ben tiszta´ztuk a fenti globa´lis topolo´giai proble´ma´kat, e´s megmutattuk, hogy a fenti ba´zisnyala´bok
mindig trivia´lisak; tova´bba´ hogy go¨mbi topolo´gia´ju´ S felu¨let esete´n ba´rmely ke´t Lorentz ba´zismezo˝ ill.
ba´rmely ke´t spinor ba´zismezo˝ homoto´p egyma´ssal. Ugyanakkor g genuszu´ felu¨leten pontosan 22g sza´mu´
homoto´pikusan inekvivalens Lorentz ba´zismezo˝ adhato´ meg, e´s hogy terme´szetes 1–1 megfeleltete´s van e
homoto´piaoszt´lyok e´s az S-en bevezetheto˝ inekvivalens SL(2,C) spinorstruktu´ra´k ko¨zo¨tt.




Bizonyos gravita´cio´elme´leti proble´ma´kban szu¨kse´g van egy “terme´szetes” gauge–ro¨gz´ıte´sre, amit pl. egy
ha´rom dimenzio´s te´rszeru˝ hiperfelu¨leten a Witten egyenlet mindenu¨tt nemze´rus megolda´sai e´rtelmeznek.
James Nesterrel e´s Jo¨rg Frauendienerrel ko¨zo¨sen meghata´roztuk a maxima´lis, konformisan s´ık, peremes
te´rszeru˝ hiperfelu¨leteken a Witten egyenlethez szu¨kse´ges azon peremfelte´telek egy nagy oszta´lya´t, amelyek
biztos´ıtja´k a megolda´sok ze´rushelymentesse´ge´t.
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